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Eessona

Juhuslike funktsioonide analiiiisi alast kirjandust on saadaval rohkesti nii vene, saksa kui inglise keeles.
Kéesolev loengukonspekt on mdeldud abivahendiks geofiiiisika osakonna vanemate kursuste iilidpilastele
ja magistrandidele, et lihtsustada orienteerumist rohketes vodrkeelsetes monograafiates. Loengu-
konspektis kisitletakse valdavalt juhuslike protsesside teooria rakenduslikke aspekte, pohjalikuma teo-
reetilise tagapdhjaga ja pikemate tuletuskdikudega/tdestustega tutvumiseks juhatatakse sellekohaste
monograafiate juurde. Selleks et paremini teavitada olulisemaid teooria 16ike, on loengukonspekti liili-
tatud ka moned iilesanded. Loengukursus eeldab diferentsiaal- ja integraalarvutuse tundmist. Kuigi
juhuslike suuruste analiiiisi ja Fourier’ analiilisi pohitded on lithidalt refereeritud, on nende ainevaldade
eelnev ldbitodtamine vidgagi soovitav.

Jaanuar 1996 Toraveres A. Kuusk



1 Juhuslikud suurused. Juhusliku suuruse jaotusfunktsioon

Juhuslikkuse tekkeks on mitmeid véimalusi:
- juhuslikkus kui fundamentaalne loodusseadus
- juhuslikkus kui sdltumatute pdhjuslike ahelate ristumine
- juhuslikkus kui informatsiooni puudus
- juhuslikkus kui uurimismeetod
(tahtlikult esile kutsutud: - MC
- hiir labiirindis)

Niited:

- miindi viskamine, trigger
- tdring
- takistid kastis 10k + 5%

Juhuslike suuruste védrtuste hulka saab kirjeldada histogrammi, kumulatiivse histogrammi,

jaotusfunktsiooniga.

Jaotusfunktsioon

¢ - juhuslik suurus
x - suvaline reaalarv
F(z) = P(§ < x) — jaotusfunktsioon

Jaotusfunktsiooni omadused

Jaotusfunktsioon on monotoonne:
F(z1) < F(xg) kui 1 < o

F(—o00) = lim F(—n)=0

n—o0
F(+00) = lim F(n)=1
n—oo
Jaotusfunktsioon on vasakult pidev,
kui zg <21 <20 < ... <p < ... <,
siis
lim (F(x) — F(xz,)) = 0

n—o0

Jaotusfunktsioonil saab olla ainult loenduv arv katkevusi (hiippeid).

Iga funktsioon, mis tdidab tingimusi (2)—(5) on

jaotusfunktsioon.
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Jaotusfunktsioon vdib olla ka funktsioon mitmest argumendist

F(z1,22) = P(& < 21, & < x2) (6)
F(ﬁl,...,ﬁﬂn) = P(gl < z,.., gn < xn) (7)
n
(6): Browni liikumise projektsioon tasandile: 20 |
vz, vy ajahetkeil 1, t9, ..., T,
(7): Browni liikkumine, n = 3. 10 |
Ny nz
Teine voimalus juhusliku suuruse kirjeldamiseks on histo-
gramm.
kull ki serv ka'dus éra
Suhtelised sagedused:
_ M _ e (8)
n .+ ng P2 "+ ng
Kui jdrjestada, siis
F(z) = > i ©)
T <x
Kui x; hulk on pideyv, siis
€T
F(x) = Y pv = / p(u)du (10)
—00
(10): — £ on pidev juhuslik suurus,

(9), (10) — jaotustihedus.

Kui F(x) on pidev ja diferentseeruv, siis on p(z) = F’(z) jaotustihedus.

Jaotustiheduse omadused:

p(z) >0 (11)
P < ¢ <o) = [ plo)ds (12)
Plz < ¢ <z + dr) = p(x)de (13)
/OO p(x)de =1 (14)

n-modtmeline jaotus:
F(z1,29,...,xy) = /JC1 /QC2 /wn p(ur,ug, ..., up) durdus ... duy, (15)
P((&1,&2,..,60) € G) = //G.../p(xl,mg,...,xn)dxl...dxn (16)



2 Toeniosus ja Sanss.
Juhusliku suuruse toeniosustihedus

Toendosus — kui on tegemist massiliste siindmustega.
Kui iiksiksiindmus, siis $anss.
Sanss, et homme saab piikest vtta.
Tdendosus, et jargmine piev pérast ilusat ilma on ka ilus.

Jaotusfunktsioon ja jaotustihedus vdivad olla ainult konstateerivad. Tdendosus ja tdendosustihedus
omavad ka prognoosivat tihendust; kasutatavad massiliste siindmuste puhul, eeldavad viga suurt
(n — o0) siindmuste hulka,

n
lim . 1
bi > nj—o0 an (0
miindi viskamine 1=1,2
taring : 1=1,...,6
pidev suurus : ng: T < €< T

Nii jaotusfunktsiooni, jaotustihedust kui tdendosustihedust voib kasutada nii juhuslike kui ka determi-
neeritud protsesside kirjeldamisel.
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Ulesanded
1. Leida sinusoidi jaotustihedus ja jaotusfunktsioon.

2. Kui suur on tdendosus leida takistite 10k £ 5% karbist takistit 10k, 10 £ 0.05k ?




3 Juhusliku suuruse momendid

Stieltjesi integraal

Olgu vahemikul (a, b) méératud funktsioon f(z) ja monotoonselt kasvav tdkestatud variatsiooniga funk-
tsioon F'(x), mis on vasakult pidev. Kui a, b on 16plikud, jagame (a, b) punktide jadaga
a=1x9<x <..<xy=>bjamoodustame summa

Z f — F(I‘Z 1)] kus .f'i S (.%'i_l,l'i). (])

Kui eksisteerib piirvaartus

siis seda piirvidrtust nimetatakse funktsiooni f(z) Stieltjesi integraaliks integreeruva funktsiooniga F'(z),

b
- [ 1@ ir@) ®
NB! Oluline on otspunktide silmaspidamine!
b
| @) = Fo) - F@). (@) = @
Kui F'(z) on jaotusfunktsioon - monotoonselt kasvav tokestatud variatsiooniga funktsioon, siis
b
| @) = Pa<e <), ®
b
/ dF(z) = F(b) = P(§ < b). (6)

Kui F'(x) on mingi tavaline sile funktsioon, siis

dF (z) = F'(z)dx = p(z)dz

/f )dF(z /f %

aga tdendosusteoorias ja juhuslike protsesside analiiiisis on sagedased juhud, kus F'(z) omab katke-

ja

vusi, astanguid. Neil kohtadel on F’(x) 1dpmatu, aga Idpmatud véirtused vdivad olla erineva kaaluga:
médramatused F'(x)dz — oo - 0 annavad avamisel erinevaid véirtusi. Kui F'(z)-1 on astang punktis

xz = C, siis
/ e - ™ Z f@ = Flein)] + J@OF () = Fla)] +
Flm > J@IFE) - R =
¢ b i=k+2
= / f(z)dF(z) + y f(z)dF(z) + f(e)[F(c+0) — F(c—0).



Erijuhul, kui F'(x) on diskreetse suuruse jaotusfunktsioon, siis

b N
/ F@)dFE) = 3 fen)Flen+0) — Flen —0)]. ®)
a n=1

Stieltjesi integraal on Riemanni integraali iildistus. Stieltjesi integraali omadused on iildiselt samad, mis
Riemanni integraalil, vt Gnedenko, article 25.

Juhusliku suuruse arvulised karakteristikud (Statistikud)

Keskvéairtus (matemaatiline ootus)

oo
M¢ = / xdF(x) — Stieltjesi integraal
s ©)

Tihistatakse ka M; &, M¢, B, pp, < &>, €.

Diskreetse suuruse keskvairtus:

Mf = Z T Ps. (10)

Keskvéirtusel on koik Stieltjesi integraali omadused:
— konstant,
— korrutamine konstandiga,
— summa, vahe, kaalutud summa.

n~-jarku moment

Tsentreeritud momendid
pn = M((§ — ME™).

& — ME = €& — <&>  — tsentreeritud suurus.

Momentide omadused on kdik tuletatavad Stieltjesi integraali omadustest.

Kui on tegemist kahe juhusliku suurusega & ja n, mis omavad vidirtusi x; ja y;, siis saab defineerida
m-n-jirku segamomendid

o
M., = MM ") = / / ™ y" dF (z) dF(y).
—00
Samal viisil defineeritakse tsentreeritud segamomendid.

Moned tdhtsamad momendid:
M; - keskviirtus
p1=M(E-<€>)=0

po = DE - dispersioon, variance



/2 = o —standardhilve, ruutkeskmine hilve, sigma

M, = My, - korrelatsioonimoment

\Y o

Oy Oy

Tl = Tay = — korrelatsioonikoefitsient, omab viirtusi vahemikus [-1, +1].

rzy = 1, kui x ja y on lineaarselt seotud.
Kui z, y on sdltumatud, siis r;, =0, aga 7, =0 =% sdltumatus,

T2y — lineaarse seose moot.

Sageli vaadeldakse normeeritud variatsiooniga tsentreeritud suurusi.

£-Me _ £- <>
vD¢ ¢

ja standardiseeritud tsentraalseid momente

e [ ()

N2 =1

n3 = uzlo® — asiimmeetriakoefitsient

n4 = palo* — ekstsessikoefitsient.

Kasutatakse ka variatsioonikoefitsienti o,/M,.

Kui jaotuse tiilip on teada, siis on momentidega vdimalik méérata jaotust iiheselt. Vajalik momentide arv
on jaotuse parameetrite arv. Uldjuhul ei ole jaotus miiratud tdisarvuliste momentidega.

Téaiendavad jaotust iseloomustavad statistikud

mediaan: F(m)<1/2< F(m+0)

p-jarku kvantiill ~ F(z) = p,
(mediaan — p=1/2)

mood: p(zm) = max(p(z)) - koige tdendosem véirtus.



4 Fourier’ teisendus

Tiahistame f(t) > F(w) —s.t. F'(w) on f(t) Fourier’ teisenduseks,

= /_Z f(t)e ™t dt.

Inversiooni valem

1 e )
fit) = o /Oo F(w)e™ dw.
Defineerime funktsiooni ) "
fo(t) = 7 F(w) Wt dw
T

1 [ . oo 4
fo(t) = | et /Oo f(r)e™Tdrdw =

= i/ f(T)/ =) diydr =
T J—c0 —o

- [T s o,

sin o(t —7)

w(t — )

kuivord
o — 00

twt

Kasutades seoseid €"" = cos wt + i sin wt, f(t) = fi(t) +if2(t), F(w)= R(w)+iX(w),

saab ndidata, et kui f(t) on reaalne, siis

/ f(t) cos wtdt, X(w / f(t) sin wt dt,

F(w) = R(w) = /OO f(t) cos wtdt = 2 /OOO f(t) cos wtdt.

Samuti, kui  f(—t) = —f(t), siis

Rw) = 0 ja Flw) = iX(w) = —i /OO f(t) sin wt dt.

10
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Siimmeetria

F(t) + 27 f(—w). (10)
Toestus: valemist (2) saame, et
2 f(—w) = / F(z) e ™% dz. (11)
(vordle valemiga (1)).
Kaasfunktsioonid
f ) & F*(—w). (12)

Kui f(t) onreaalne, siis f*(t) = f(t), seega F(w) = F*(—w).

Skaleerimine (mastabeerimine).

Iga reaalse a korral
w

1
— F(2). (13)

o]~ "a

flat) <
Tdestus muutujate vahetusega integreerimisel definitsioonvalemis (1).

Nihe
Iga reaalse a korral
ft —a) & e ' F(w)

A (14)
et f(t) « Flw — a).
Toestus nagu eelmise (s.t. (13)) tdestus.
Modulatsioon )
f(t) cos wot <+ 5 [f(w + wo) + Flw — wo)] (15)
See jdreldub (14)-st, arvestades, et
1 twot —iwot
cos wot = 5(6 0 4 e on),
Tuletised @
(=it)" f(t) < F"(w)
(16)

FO(t) & (iw)" F(w).

Kontrolliks tuleb diferentseerida valemeid (1) ja (2) ning paremal pool votta tuletis integraali mérgi all.
Konvolutsiooni teoreem (Sidumi teoreem)
Kui fi(t) < Fi(w) ja fa(t) > Fa(w), siis
@) * f2(t) < Fi(w) Fa(w), (17)
kus
o0
fi(t) = fa(t) = / fi(7) fo(t — 7)dr  on sidum.
—0o0

Definitsioonist (1) jirgneb, et f1(t)f2(t) Fourier teisendus on

/Z e [/_Z f1(7) fa(t — 7)dr| dt N

- t=7+x

11



ja vahetades integreerimisjarjekorra =

[ e [ e e dedr -
- /Z fi(r)e ™ dr / Z Fol) e % dy =

== Fl(w) Fz(w).

NB! Rakendades inversioonivalemit (2) saame

/00 filn) fat — T)dr = — /00 Fi(w) Fa(w) et dw. (18)

—00
Samal viisil kui (17) saame ka

Ji0 L) & 5 Filw) s ), (19)

Parsevali valem

Kui

siis

/Ooyl() dt——/ Vi(w) Yy (w) dw. (20)

—00

Vottes (18)-s ¢ = 0, saame

/ f1(0) fol— / Fy () Fy(w) doo. 1)

Kui y1(t) = fi(t) ja y3(t) = fa(—t), saame kaasvalemeid arvestades
Yi(w) = Fi(w)jaYs(w) = Fy(w).

Energia teoreem

o 1 o
| wrd = oo [ P de @)

— 00 —00

Selle saame (21)-st, kui y1(t) = ya2(t) = y(t).

12



Niited

Flw) = 2 sir:)aw
(t)
1
2\ VAN
-a a ~ \/ \/ A
Kui a — oo ,siis f(t) > c=1, F(w) = d(w)
1
t 0 &
Kui a — 0 ,siis f(t) = 0(t), F(w) — const
1 0 a

13



Harmooniline protsess

ANVANYA
VARV VAN

=13 0 (o] 0
Modulatsioon
f(t) cos wyt
..... A '. £ e s 'I -
AN T 'l.‘“/’ T v ‘_\- 7 ‘ =
-Wy Wy
Ulesanded
1. Leida funktsiooni
1
-a 0 a Fourier teisendus.
2. Leida Gaussi funktsiooni exp(—ax?) Fourier’ teisendus.
Perioodilise funktsiooni Fourier’ teisendus
Vaatleme suurust N
on(t) = D 4t + n), (23)
n=—N

see on 2N + 1 impulsiga kammfunktsioon. Niisuguse funktsiooni Fourier teisendus on

N . 1
B nTw sin[(N + §)Tw]
kn(w) = n:EN e = Sn(Tw/2) (24)

14



kn(w) on perioodiline perioodiga wy = 27/T ja

wo/2 wo/2
kn(w)dw = wp, sest / MY du = - (25)
/w0/2 —wo /2 { wo n=0

Uldjuhul saab perioodilise funktsiooni esitada kujul

N
@) = D folt + nD). (26)
n=—N

Kuivord 0(t — a) x f(t) = f(t — a), vdime (26) esitada kujul
fn() = dn(t) = folt), 27

kus O (t) on midratud (23)-gaja fo(t) on fn(t) iiks periood.

Konvolutsiooniteoreemi pdhjal
Fy(w) = Fo(w) kn(w), (28)

kus fo(t) <+ Fo(w) ja On(t) <> kn(w).

Kui N — oo, siis

5(t) + wod(w), (29)

kus  46(t) ja 6(w) on Idpmatud kammfunktsioonid,

5(t) = D 6t +nT), dw) = > (w— nw. (30)
5(t) on 6&xn(t) piirfunktsioon N — oo,
kn(w) — wod(w), N — oo. (31)

Esitades perioodilise funktsiooni sidumina (27), N — oo, saame

F(w) = wob(w) Fo(w) = wo Fp(w) Z 0w — nwy) =
o0 e (32)
= wy Z Fy(nwp) §(w — nwy),

n=—oo

s.t. perioodilise funktsiooni f(¢) Fourier’ poore koosneb impulsside jadast intervalliga wy = 27/T.
Tahistades

1 F 1 T/ 7inw0td
o = g B = [ et 33)

ja kasutades inversioonivalemit vorrandi (32) mélemale poolele, saame tuttava perioodilise funktsiooni

Fourier’ rea

[e.9]
; 2
Ft) = 30 a0 wy = (34)
n=—00
kuna wpd(w —nwp) inversioon on

ein wot

15



5 Karakteristlik funktsioon

Kasutades Fourier’ teisendusega seotud matemaatilist aparaati jduame karakteristliku funktsiooni mgis-
teni,

ft) = /emdF(;c). (1)

Kuna [ef™®| = 1, siis integraal (1) eksisteerib iga jaotuse F(z) korral.

Omadused:
1° f(0)=1
2° | f(=t)| = f*(¢) — kaaskompleksfunktsioon
3 fml <1, —00 <t < 00
kuivord |Mz| < M|z| z - kompleksmuutuja

4°  Bochner-Hintsini teoreem: Pidev funktsioon f(¢) on mingi juhusliku suuruse § karakteristlikuks
funktsiooniks parajasti siis, kui

f0)=1

f(t) — positiivselt médratud, st.

n n

Z Z f(tj — tk)Zj Zr > 0,
ik

kus t; — suvaline reaalarvude hulk,
z; —suvaline kompleksarvude hulk,
n — naturaalarv.

57 fagrn(t) = ™ fe(at).
6° feqn(t) = fe(t) — fp(t), kui&, n - soltumatud.

7°  Kui &-1 on n-jarku absoluutne moment, siis on karakteristlik funktsioon n korda diferentseeritav.
Karakteristliku funktsiooni tuletised on lihtsalt seotud juhusliku suuruse momentidega.

8° Inversioonivalem seob karakteristliku funktsiooni ja jaotusfunktsiooni.

c e—itxl _ e—itmg

F(zg) — F(x1) = L lim f(t)dt.

27 c—oo J_ it

(Tdestus lihtne, aga tisna pikk, vt Gnedenko; E. Tiit; vdi moni teine aabits).

9° Jaotusfunktsioon on miératud karakteristliku funktsiooniga

1 +c _—ity _ _—itx
F(z) = — lim lim #f(t) dt.

2 Yy——00 c—=oo [

Huvitav teada:
10°  Siimmeetrilise jaotuse karakteristlik funktsioon on reaalne.

11° Kui eksisteerib jaotustihedus, siis

pa) = Pla) = — [ et faya

—00



12° Mitmemddtmelise juhusliku suuruse karakteristlik funktsioon:

f(tl,tg,...,tn) = / /(expz'z tk:xk:) dF(.%'l,...,I'n).
k=1

Ulesanded:

1°  Kontrollida, kas leitud sinusoidi jaotustihedus ja jaotusfunktsioon on ikka tGesti jaotustihedus ja
jaotusfunktsioon.

2° Arvutada integraal

1
/0 22 dF(z) F(x)
1
kui
tana = 0.9,
4
astangute korgus on 0.1. 0 012 [:]I 8 X

3° Kui suur on sdltumatute suuruste summa dispersioon?

20

1 1 2d 1
/ 22 dF(z) = / z 5 T 102201+ 0801 = = + 0.068
0 0

17



6 Diskreetsed jaotused

1° Bernoulli jaotus

Bernoulli jaotust omab Bernoulli katse, s.0. tdendosuslik katse (juhuslik suurus), millel on 2 vdimalikku
vadrtust x1, xo — miindi viskamine, trigger, indikaatorfunktsioon.

p - soodsa tulemuse (1-vidirtuse) tdendosus.

Viirtuste piirkond z € {0,1}
Jaotusfunktsioon F(0)=1-p; F(1)=1
Jaotustihedus p(0)=1—p; p(1)=p

me = Zﬁﬂkpk =D
k

De = M — <> = <&€> —2p<&> +p° =p—p° =p(l — p)

Genereerimine:

kui 7 iihtlaselt jaotunud [0,1]-, siis

LLn<p
§:1,p = {0
;N> D

2° Binomiaaljaotus.

n sOltumatu Bernoulli katse korral on soodsate tulemuste arvul x binomiaaljaotus,

& n,p p — Bernoulli katse parameeter
n — katsete arv

Jaotusfunktsioon

jaotustihedus



(ka toendosusfunktsioon diskreetse suuruse korral), kus

|
< Z > = C’T]f = m — binoomkordajad (kombinatsioonide arv)

Karakteristlik funktsioon on (p exp(it) + q)".

me = np

— keskviirtus
2 = =
o T K2 =g — dispersioon , o
Tm p(n+1)—1<z, <pn+1) _ mood
“ g3 N — asiimmeetriakoefitsient
T S
Te = on 3 n T npq — ekstsessikoefitsient
_ |4
To = np — variatsioonikoefitsient

Genereerimine definitsiooni kohaselt:
genereeritakse n sdltumatut arvu 7 16igul [0,1]. » < p kordade arv on &: n, p.

Binomiaaljaotus on ldhtekohaks mitmele tuntud jaotusele:

kui npg>>5, 0.1 <p<09

voi kui  mpg > 25, siis voib binomiaaljaotuse lihendada normaaljaotusega.
Seega n — oo = normaaljaotus.

Kui p < 0.1, siis Poissoni jaotus mg¢ = np.

3° Negatiivne binomiaaljaotus

E:x, p X - positiivne téisarv.

Viirtuste piirkond 0 < ¢ < oo, & - tidisarv O-tulemuste arv Bernoulli katsetes parameetriga p kuni
x 1-tulemuseni.

Jaotusfunktsioon (et k-1 X gk =1
usfunktsi E -1 -
k prq q p
k=1
Jaotustihedus (x Zy/ - 1) pX ¥

Karakteristlik funktsioon p* [l — q exp(it)]™X

me — X0
¢ p
2 X4
o = =
p2

_1

Yo = (1 4+ q)(zq) 2

2

Ye =3+ = + =

xq
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Genereerimine: kui 7 € [0, 1] — iihtlaselt jaotatud, siis loendatakse
nyinsp
ng:in>p

kui m; =y, siis ng - negatiivse binomiaaljaotusega.

4° Poissoni jaotus on binomiaaljaotuse piirjuht

n — oo,p — 0

Viirtuste piirkond 0 < x < oo, « — tdisarv
A > 0 —keskviirtus.

z exp(—\)
. k -
Jaotusfunktsioon Z)\ i
k=0
p(0) = exp(=A)
Jaotustihedus AT exp(—2A)
g 1 = Ap()
plr+l) = =
Karakteristlik funktsioon exp[A(exp(it) — 1]
me = A
o=\
p3 = A
S /r-1
:U‘T:)‘Z<k>,u’k’r>1a po =1
k=0
Ty = [\] —tiisosa —mood

=)\ A—1 —kui \ - tiisarv

VYa = )\71/2
Ye=3+1/A
Yo = A\ 1/2

Genereerimine on keeruline.
Seos binomiaaljaotusega: n — 0o, n — 0, np — A
Kui A >9, siis — normaaljaotus mg¢ = A

0?2 =\

O'g < mg¢ - binomiaaljaotus
07 = mg — Poissoni jaotus

O'g > mg —negatiivne binomiaaljaotus
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5° Uhtlane jaotus

£:a,b
Viartuste piitkond o<z <a+b-—1
x — tdisarv
Jaotusfunktsioon (x—a+1)/b
jaotustihedus 1/b
1 sin(bt /2

karakteristlik funktsioon expl[it(a + 5(1) - 1))]%

b —1
me = a + T
52— v — 1

12

Yo =0

Veel diskreetseid jaotusi

— geomeetriline jaotus
— Pascali jaotus
— hiipergeomeetriline jaotus
—need koik genereeritakse Bernoulli katsetega
— Polya jaotus
— urnis kahte virvi kuulid
— haiguste levik

7 Pidevad jaotused

1° Uhtlane jaotus

£:a,b [a=0,b=1]

a — asukoha parameeter

b — mastaabi parameeter viirtused € [a,a + b]
Jaotusfunktsioon (x —a)/b

jaotustihedus  1/b

karakteristlik funktsioon

t

- sin —
2

exp(iat)lexp(ibt) — 1] 2 exp[(a + b/2)it] sh(ibt/2)

bt
myi = a+b/2
0% =b2/12
T =a+b/2
Yo =0
Ye =9/5
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Y ="b/[V3(2a+0)

Genereerimiseks on viga mitmeid algoritme, vt. Rabiner ja Gold ja kirjanduse viited seal. Sageli kasu-
tatakse
xz(n) =[A —xz(n—1)]( mod p), kus A - const

p — suur algarv

2° Eksponentsiaalne jaotus

E:b
vadrtuste piirkond [0, o)
b — mastaabi parameeter, sageli kasutatakse ka A = 1/b

Jaotusfunktsioon 1 —exp(—x/b)

jaotustihedus 1/b exp(—x/b) = Nexp(—Ak)
karakteristlik funktsioon 1/(1 —ibt)

me=0b=1/\

o =b?

Ty =0

mediaan =bIn 2

Yo =2
’Y6:9
Yo =1

Genereerimine: 7 € [0, 1] — iihtlane jaotus
& = b log 1 — eksponentsiaalne jaotus

Kasutatakse ka kahepoolset eksponentsiaalset jaotust

viirtuste piirkond  (—o00, 00) / \

3° Gaussi jaotus (normaaljaotus)

& p,o

viadrtused (—00.00)

w1 — asukoha parameeter
o — mastaabi parameeter

Toendosustihedus




Jaotusfunktsioon

1 z u?
— exp(——)du.
o /Oo xp(—)

x
Oyp(r) = — / e 12 gt — Laplace’i funktsioon (tdendosusintegraal)
0

Karakteristlik funktsioon — exp(i ut — 1/2 0t?)
me = [
O'g =0

Ty = 0 —mood

xr=p  —mediaan
Standardiseeritud r-jdrku tsentraalne moment = 0 T — paaritu
7! .
= —————— T —paaris
P P
Ya =0
Ve =3

Normaaljaotus on sdltumatute iihesuguse jaotusega juhuslike arvude summal kui N — oo : tsentraalne
piirteoreem. Seda omadust kasutatakse ka normaaljaotusega juhusliku suuruse genereerimiseks (aega-
viitev!). Ei ole iihte head lihtsat moodust genereerimiseks. Normaaljaotus on mitme tuntud jaotuse
piirjuhuks: Poissoni jaotus A > 9.

Kui 7; - sdltumatud normaaljaotusega,

n

siis Zm . <E> = Zcilui

=1

n

0'2 = E C%O’iz

=1

n sdltumatu normaaljaotusega i = 0, o = 1 juhusliku suuruse ruutude summal on y2-jaotus n
vabadusastmega.

4° Lognormaalne jaotus

&:m,o
véidrtused € [0.00)
m — mastaabi parameeter — mediaan, kasutatakse ka ;1 = Inm

o >0 —kuju parameeter, o : In ¢ standardhilve, kasutatakse ka w = exp(c?)
jaotustihedus
1 1 2
o [ e
ToV 2T 20

me = my/w
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Yo = (w + 2)y/(w—1)
Ye = w* + 2w + 3w? — 3
Yo = Vw —1

Kui normaaljaotus oli sdltumatute juhuslike suuruste summa piirjaotuseks, siis lognormaaljaotus on
korrutise piirjaotuseks.

5° Gamma jaotus (I'-jaotus)

Kahe-parameetriline viga universaalne ja paindlik jaotus
£:b,c

védrtuste piirkond 0 <x < o0

b — mastaabi parameeter, b > 0

¢ — kuju parameeter, c>0
Jaotustihedus .
(x/b)*" [exp(—z/b)]
bT'(c) ’
kus
o
I'(c) = / exp(—u)ut"tdu — I'-funktsioon
0

Jaotusfunktsioon tédisarvulise ¢ korral (Erlangi jaotus)

c—1

1 — [exp(—2/b)[Y_(x/b)" /K]

k=0
karakteristlik funktsioon (1 —ibt)™¢
me = be
o? = b%c

mood b(c—1) c¢>1

Ya = 2071/2
Ye = 3+ b/c
Yo = 071/2

¢ =1 = eksponentsiaaljaotus
¢ — tdisarv — Erlangi jaotus

2c —tidisarv — y2-jaotus
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6° Beeta-jaotus (5-jaotus)

Viirtuste piirkond 0<x <1

Jaotustihedus

kus

me =v/(v+w)
ol =vw/(v+w)?v+w+1)
mood=(v—1)/(v+w—-2) v>1w>1

Kui v = w = 1/2, siis F(x) = 1/2marcsin/x

7° x2-jaotus

Viirtuste piirkond 0 <z < o0

Jaotustihedus
() z=2/2 exp(—z/2)
T =
P 20/2T(1/2)
mg =
o2 =2

x2-jaotus on v sdltumatu normaaljaotusega m, = 0,02 = 1 ruutude summa jaotus,

iildjuhul

1 &
2 2 2 -
= — — omab -jaotust
X 2 ]; / (gk (Z) X

Kui £ = x/v/n, siis jaotusfunktsioon F(y) =0, £ <0;

n
Z(Cﬂk — a)® = y’no? —kera, millesse sattumise tdenzosus on F(y), y > 0,
k=1

F(y) = //E ey <\/%>n exp (-Zx;) dzy...dz, =
1

yvn )
=———1I(n/2 / Pt e P2 dp,
s TC/2) [

\/% <y ﬁ)nl e—ny2/2‘

p(y) = T2 \ va

2
Kui n = 1, siis p(y) = \/je_yQ/2 — Gaussi jaotus
s
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36

6 ..
y? e=3V*/2 _ Maxwelli jaotus =

N

Kui n = 3, siis p(y) =

= molekulide kiiruste absoluutvéirtuste jaotus

x? - jaotus on viiga levinud statistikas, 2 kriteeriumiga kontrollitakse juhusliku suuruse allumist mingile
etteantud jaotusele.

8° Studenti t-jaotus

Viirtuste piirkond (—o0, 00),
v — kuju parameeter — positiivne tdisarv = vabadusastmete arv

v .IQ v+1
L A

VA I(3)

mood =0
"Ya:O
’YEZO

v kasvades 7" : v — Gaussi jaotus.

Kasutatakse statistikas keksvéartuse kontrollimisel,

T — .
t =2 B0 omab t-jaotust.

s/v/n

9° Fisheri F-jaotus (dispersioonide suhte jaotus)

F:ow
Viirtuste piirkond 0 <z < o0

Toendosustihedus

() e
rG)r )2

v, w — positiivsed tdisarvud — vabadusastmete arvud — kujuparameetrid.

F'-jaotust kasutatakse dispersioonide kokkulangevuse kontrolliks:
keskvéirtuste vordlemiseks kasutatkse nende vahet ' = k(Z; — Z2),
dispersioonide vordlemiseks suhet F = s7/s3.
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8 Funktsioon juhuslikust suurusest

n=f(&), n=fi€, &)

Jaotusfunktsioon

D(y1, .oy Yn ) / / p(T1, .oy Ty ) day ..dxy,

kus D méiratakse tingimusega f;(x1,...,2,) <y; ©=1,..,k.

Olgu h = h(x) iihene funktsioon, siis poordfunktsioon on z = x(h).

p(z)dx = Plx < X <x+dzx] - tdendosus

g(h)dh = Plh < H<h+dh] - tdendosus

p(z) = p(z(h))

dx = (dz(h) /dh) dh, seega

dx(h)
dh

p(z)dz = p(z(h))

‘dh — absoluutvidrtus, sest tdendosus > 0

Vorreldes (3) (2)-ga, saame

Ulesanne 1.-1.:

h(z) = cos x, x jaotunud iihtlaselt 15igul [0, 7|, jaotustihedus = 1/7

x(h) = arccos h
dx(h)|  |darccosh| 1
dh |~ | dn Y
1 1
h) = - |——|. he€[-11
o) w'm 1,1
/1 / 2t dh_ 2m
-1 V1 — h2 ™ Jo V1 — hZ  2msin(r/2)
* dh
G(z) = _—
(@) 1 V1 — h?

Kui on mitmene funktsioon, siis

d.%'l
g(h)dh = p(x1) Th

Ulesanne :

h(z) = cos x, x jaotunud iihtlaselt [0, 27], leida g(h)

27

)]
2

3)



9 Juhusliku funktsiooni moiste.
Diskreetne ja pidev juhuslik funktsioon.

Determineeritud protsesside klassifikatsioon:

Determineeritud protsessid

mitteperioodilised

perioodilised
peaaegu perioodilised iilehinekuprotsessid

harmoonilised polﬁl&moonilised

Harmooniline protsess
y(t) = Asin(2nfot + O)
y(x) = Asin(2w for + ©)

y(t)
y(x)

| VANVANVA
VAV VAR

Selle protsessi spekte

Politharmooniline protsess

y(t) =y(t£nT,) n=12, ..
See protsess on esitatav Fourier’ reana

o0
y(t) = % + Z(an cos 2mn fit + by sin 2mnfit),
n=1
kus f1=1/T,,
2 [T
ap = — / y(t) cos 2mn fit dt
Tp 0
2 [T
b, = — / y(t) sin 27n frt dt.
Tp 0
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Peaaegu harmooniline protsess

y(t) = 3 Ay sin@rfut + ©,),

kus f, / fm eipruugi olla ratsionaalarvud.

Uleminekuprotsessid
Ae @ t>0
t) = -
y(t) { 0 t<0
Ae % cosbt t >0
t) = -
y(t) { 0 t <0
a t e [0,C]
t pu—
v { 0 1 ¢ [0,0]

Uleminekuprotsessi spekter

— reeglina eksisteerib ja on pidev.

Juhuslikud protsessid
statsionaarsed mittestatsionaarsed
ergoodsed mitteergoodsed

Soltumatu klassifikatsioon:

— diskreetsed
— pidevad.

Modtmistulemused on enamikel juhtudel ajas/ruumis diskreetsed, protsessid ise on pigem pidevad, s.t.
protsess on méératud igal ajahetkel ja igas ruumipunktis.
Protsess voib olla diskreetne ka véirtuste ruumis.

Juhuslike protsesside niited:
— radioaktiivne lagunemine

— mere lainetus.

Uleskirjutus transektil annab realisatsiooni, valiku, valimi. Kogu vdimalike realisatsioonide hulk moodustab
ansambli.

Koik statistikud, mida kasutatakse juhuslike protsesside kirjeldamiseks, on oma loomult keskmised.
Keskmiste leidmiseks on kaks vdimalust

— keskmine iile ansambli
— keskmine ajas/ruumis.
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9.1 Juhuslik protsess

Kui meil on teada véértused x;, 41, T¢—2, ..., siis plilame hinnata véartust
Tt+a = E ks xp—s.
s=0

Lineaarne viahimruutudega hinnang on defineeritud tingimusega, et

02 = M[(244a — < Tt4a >)?] on minimaalne.

Protsess on deterministlik, kui o7 = 0;
protsess on juhuslik, kui o > 0.

9.2 Juhusliku protsessi jaotusseadus ja momendid

Juhusliku protsessi vaartused (vdirtuste hulk) ajahetkel ¢;... {5 on juhuslik suurus, mis omab jao-
tusseadust ja momente nagu iga teine juhuslik suurus.

Juhusliku protsessi jaotustihedus on piirjaotustihedus N — o©o, kusjuures on tingimata vajalik, et
At =t;41 —t; = 0 (kui ei ole ajas/ruumis diskreetne protsess).

M, At

X +AX

At Aty Atg

1:i-l-1 1:i+2

=

T

Plz < z(t) < z + Az) = lim —

T—oo T
L P($§$(t)<£ﬂ—|—ACE)_ . ) 1/ 1T, ) .
Pl = Az T A B 7\ By ) TiRnsthedss
xT
F(x) = / p(t)dt — jaotusfunktsioon
—0o0

Statistikud leitakse nagu juhusliku suuruse korral

me = / xp(x)dr,

—00
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tsentraalsed momendid
pn = M((§ — M(€))"),

standardiseeritud tsentraalsed momendid
© fr — me\"
T = / <—£ > p(z) dz.
—00 g, I3

Kui on kaks protsessi £(t) ja n(t), siis saame leida segamomendid

M,, M(&" ™) // ™ y" dF (x)dF (y //:U Y p(z,y) dedy.

Juhusliku protsessi korral tekib uus véimalus: 7(¢) on seesama protsess &(¢) mingil teisel ajahetkel:
n(t) = &(t + 1), siis segamoment

1 /7
Re(t,t+71) = lim — / x(t)x(t 4+ 7)dt
0

T—o0

on autokorrelatsioonifunktsioon.

Kasutatakse ka nimetusi:

— autokorrelatsioonimoment

— kovariatsioon

— normeeritud autokorrelatsioonifunktsioon
— korrelatsioonikoefitsient.

Kui § ja 1 on erinevad funktsioonid, siis 1.-jirku segamoment R, on vastastikuse korrelatsiooni
funktsioon.

9.3 Statsionaarsed juhuslikud protsessid

Olgu vaatluslik aegrida (juhuslik protsess)
xt,t € (—00,00)

11 1 1
Ty, Ty, Ty, ..., Ty
11 1 1
Ty, Ty, Ty, ..., Ty
realisatsioonid
Keskviirtus me = M(xy) (1)
korrelatsioonimoment K (7) = M(x¢ ). (2)

Kui (1) ja (2) on funktsioonid ajast ¢, siis on tegu mittestatsionaarse protsessiga. Kui my ja K (1) ei soltu
t-st, siis on norgalt statsionaarne protsess (statsionaarne laias mottes). Kui kdik momendid ei olene ajast,
siis rangelt statsionaarne e. statsionaarne kitsas mottes.
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Kui on tegemist iihe realisatsiooniga, siis saab riadkida protsessi seesmiset statsionaarsusest: kui protsessi
statistikud, mis on méératud osaldikudel, ei muutu ajas, siis on protsess statsionaarne.

NB! Probleem p; = . vordsusest, kasutusele tulevad statistilise hindamise kriteeriumid:

— keskvédartuste vordsus t-jaotusega
— jaotustihedus y2-jaotusega
— dispersioonid F'-jaotusega

9.4 Statsionaarse protsessi ergoodsus

Eelnevates niidetes oli kahesuguseid keskmisi

— keskmised iile ansambli

— keskmised ajas — iihe realisatsiooni ulatuses.

Niisuguseid protsesse, kus keskmised iile ansambli langevad kokku keskmistega ajas, nimetatakse
ergoodseteks.

10 Diskreetne Fourier’ teisendus

Vaatleme perioodilist funktsiooni
o

y(t) = Y el (1)

k=—oc0
Suvalise NV ja 71 = T'/N korral on vidrtused y(mT} ) antavad kujul

o0 [e.9]

y(mTy) = Z c/zngjil““""7nT1 = Z ckwéﬁvm, wy = eN 2)

k=—o0 k=—o0

kus wpy on N-s juur 1-st.
Tiisarvu k saab esitada summana

k=mn-+r n=20.,N-1,
(3)
r = ..,—101,..
Valemist (2) jareldub
N-1 0o N-1 0o
N
y(mTi) = 3 D7 e w0 = 3w DT e,
n=0 r=-—o00 n=0 r=-—00
sest w% =1, wfvm = w%HTN)m = wi".
Defineerides uued koefitsiendid -
Gn = Y cn + TN, “
r=-—00
saame
N-1
y(mTy) = Z uuyt  m = 0,.,N—1 5)
n=0



Samuti saab niidata, et kui

= Y ft+nl) ja Fw) = Y Flw + nw), ©)

n

kus wy = 27/T} = Nuwy, siis

1 N-1
FmTr) = & > F(nwy) wii", ™
n=0

kus wy = et2m/N

Valem (7) on N vdrrandiga siisteem (m = 0, ..., N —1), mis lubab leida spektri "lugemid" F'(nwp), kui
on teada funktsiooni lugemid f(mT}). NB! Uldjuhul ei ole F(nwq) midratav F'(nwg) kaudu. Et oleks,
peavad olema tiidetud moned kitsendused F'(nwg) kahanemiskiiruse kohta. Vahe F(nwy) — F(nwp)
on intermodulatsiooni viga (aliasing).

Kasutame lihtsamaid tdhistusi

N-1 m=0,.,N—1
= > anuwi” | ®)
n=0 wy = e?m/N
Siisteemi (8) lahendiks on
1 N-1
Ap wy™, n =0,..., N-1 ©)
m=0

Toestus: Suvalise fikseeritud n korral muudame (8)-s indeksi n — Kk, korrutame m-nda vorrandi
wy""-ga ja summeerime 0-st N — 1-ni:

N-1 N-1 N-1 N-1
_ — k—
Ap ™" = Z D DRI LD DRI SR (10)
m=0 k=0 k=0 m=0
.. o1 . k—
Viimane summa on geomeetriline progressioon suhtega wgv n), seega
N-1 N(k—n)—
Z wm(k—n) _ Wy _ Ok #n
N = o L _
m=0 w](\f ") -1 N k=mn

Jéarelikult (8) ja (9) defineerivad iiks-ithese vastavuse arvuhulkade {a,} ja {A,,} vahel, tihistame seda
vastavust
an < A (11)
N

Hulgad {ay,} ja {A;, } moodustavad N-jirku diskreetse Fourier’ ridade paari (DFS).
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Perioodilisus. Kui (8) ja (9) peavad paika iga m ja n korral, siis jadad A,, ja a,, on perioodilised:

Am—l—N - Ama Ap4N = Qp, (12)
sest wﬁ(erN)n = wﬁm"
Perioodilisusest jireldub, et voime summeerimisradasid siinkroonselt nihutada,
0 — n1
N—-1—n+N-—1.
Kui N = 2M + 1, siis n1 = — M korral
M
A, = Z Ay, WR"
=M
. Y (13)
=~ Z Ay wy™
m=—M
DFS omadused
Aep = AN—pn, A-m = ANn_m (14)
at, < A, (15)
(15) saadakse definitsioonivalemeist, kasutades seost wy = wy L.
Samal viisil saadakse
a_p <> A_p,. (16)
N
Kui a,, on reaalarvud, siis afn =a_p,
seega
Am* = A—m7 (17)

jakuna A_,, = An_,, siisteades A,,, m =0,...,N/2, saame leida A,, iga m jaoks.

Kui on kaks jada
an & An
N
b, < B,
N
ja

an + b, < Cpy,
N
siis

1
A, = §(Cm + Cx_,)

1 (18)
B = 5:(Cn = Cii_y)

seega kahe reaalse diskreetse Fourier’ teisenduse (DFT) asemel vdib teha iihe kompleksmuutujate teisenduse,
DFT.
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Konvolutsiooniteoreem

Kui
an < Ay ja by, < By
N N

siis
N—1

1 N-1
kzo akbnk = Z_:O A B wy™ (19)

See on Fourier’ integraali diskreetne analoog. Tdestamiseks tuleb (19) asendada definitsioonivalemiga
ja kasutame DFS perioodilisust ja summeerimisradade siinkroonset muutumist.

Nihe
Kui
by < B, siis  by_j <> W By, (20)
N N
sest
N-1 N-1—k
Z by W = W™ Z b wi",
n=0 r=—
kus n—k=r.
Parsevali valem
N-1 =
> apb; = v A, B}, Q1)
k=0 m=0
Energia teoreem
Kui (21)-s aj, = by, siis
N-1 1 N1
al* = 5 D [Aml (22)
k=0 m=0
Vaatleme DFS paari (7)
1 - _
—F(nwy) < f(mTy)
T N
1o Fwo)
0 a i o
(v _
Fle)
/N /N
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Kiire Fourier’ teisendus (FFT)
Seose (8) arvutamiseks
N-1
Ap = ) anuif” (®)
n=0
on vajateha N —1 korrutamistiga A, (m > 0) jaoks, seega kokku on vaja teha (N —1)? korrutamist.

Kui DFS jirk on paarisarv 2N, siis
any < Ap (23)
N

saab taandada kahe komplekti N-jarku DFS arvutamiseks

N N
Kui
bn = Qa2n Cp = A2p41, (24)
siis iga m korral
Am = Bn + win Chy . (25)
Toestus
Asendades (8)-s N-i 2 N-ga, saame
2N-1 N-1 N-1
2k (2k+1)m
Ap = Z an WyN = Z apwyN" + Z a2k 41 Wy Ny .
n=0 k=0 k=0
Kuna
2km __  km . 2k+1)m _  km m
Wyn = Wy  Ja&  Wyy = WN WaN,
siis
N-1 N-1
Ao wIKM = Z b wh™ = By,
k=0 k=0
N-1 N-1
(2k+1)m k
Z A2k41 Wy nr = wyy Z crwy" = wyy Chy.
k=0 k=0

Seega on (25) tdestatud.
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Et leida B,, ja C,,, on vaja 2(N — 1)® korrutamist, seega A,, leidmiseks valemi (25) abil
2(N —1)? + 2N — 1 korrutamist. Tdiendav lihtsustus tuleneb sellest, et

BuiN = Bm, Cupin = Cpy,  widN = —wly, (26)
seega
AmsN = By — wiy C. (27)

Kui N = 2%, siis saab seda protseduuri s korda korrata. Nii saadakse tihest liikmest koosnev rida,
mille Fourier’ teisenduseks on tema ise. Kokkuvottes on N = 2° jarku Fourier’ teisenduseks vaja teha
(N/2)logy N korrutamist.

11 Juhusliku protsessi spekter

Fourier’ tesiendus statsionaarsest juhuslikust protsessist
T .
Xi(w) = / z(t)e ™t dt
-T
tildjuhul ei koondu kui 7' — oo, koonduva funktsiooni saamiseks jagame ldbi 27-ga (intervalli
pikkusega),
1 T

(w) = o |, z(t)e ™t dt. (1)

Kui z(t) on reaalne, siis vdime ta inversioonivalemi pdhjal esitada kujul

x(t) = % _OO X*(w)e™ ™t dw. (2)

Juhusliku funktsiooni z(¢) Fourier’ spekter X (w) on samuti juhuslik funktsioon.

Leiame protsessi x(¢) keskmise energia, s.t. dispersiooni, spektraalse esituse kaudu,

ME(0) = My [ X@ede oo [T x(gertay) -

— o [ [ M@ X dgdo =

(3)

1 o 1 | T N Y

- — e “rdtl eI Wihdgdw =
42 //oo 2T '/TM, =(t)e ‘ g
1 o0
= 5 . S(w) dw,
kus
1| /T 2
_ : = —iwt

Sw) = Tlgr;o 5T /T x(t)e ™" dt 4)

on oma loomult jaotustihedus, néitab energia jaotust sageduste jérgi, nimetatakse voimsuse spektraalseks
tiheduseks.
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Et (3) kehtiks, on vaja, et
M(X*(w)X(g)) = 27 S(w)d(w — g).

Punktis 8 defineerisime autokorrelatsioonifunktsiooni

R.(t,t+7) = M(z(t)z(t + 7)).

Kui kasutada spektraalset esitust (2), siis

1 & ;
x(t) = Py X*(w)e ™ duw,

—0o0

x(t + 7') = % / X(g) efl'g(tJrT) dg’

1 o0 . A
z(t)z(t+71) = 2 // X*(w) X ()97 97 dg dw.

R.(t,t+7) = M(z(t)z(t + 7)) =

00 1 A A
- N i(g—w) igT _
//_OO M <4712 X (w)X(g)> e e dg dw

(g) % // S(w) d(w — g) €97 97 dg duy =

1 & ,
= — / S(w)e™Tdw = Ry(T).
2 J_»

See on Fourier’ poordteisendus, seega

Statsionaarse protsessi autokorrelatsioonifunktsioon on reaalne paarisfunktsioon,
Ry(1) = M(z(t)xz(t+ 7)) = M(z(t —7)z(t)) = R.(—7),

seega

Se(w) = 2/0 R (7) cos wr dr.

Kui on kaks protsessi, saame uurida vastastikust korrelatsiooni

Ry = M(z(t1) y(t2)) =  Ray(7)

statsionaarsed = ja y

ja vastastikust spektraalset tihedust
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1 -

. ’ jwt 4 —iwt
= Tlgr;o o /T x(t) e dt /T y(t)e dt‘ = (10)
= /OO Ryy(T) e ™7 dr.
Kuna
X(w) = A(w) — —iB(w),
. X))
w)Y (w
Spy(w) = o7 =
1 )
= 5pl(As Ay + BoB,) — i(B, As — B.A)] = (v

= Cay(w) — iQuy(w)
Cyy — kospekter, (), — kvadratuurspekter.

Vastastikuse spektri saab esitada ka mooduli ja faasi kaudu,

S:ry(w) = |S:vy(w)|eii¢zy(w)a (12)
kus
|Szy(w)] = \/ng(w) + Q2%,(w) on moodul, (13)
ja
Q:vy(w)
¢rpy(w) = arctan ————= - faas. (14)
Y ny(w)
Fiiiisikaline sisu:

vastastikuse korrelatsiooni jagunemist harmooniliste vahel kirjeldab moodul, faas nditab vonkumiste
x(t) ja y(t) faasierinevust olenevalt sagedusest w.

Vaatleme kahte DFS paari

zp(t)
yr(t)

X (w)
Yo (w).

21 2¢

Iga reaalse a ja b korral

la Xi(w) + bYe(w)e®v@2 > 0
(kuivord see on mooduli ruut),

(15)
seega

a?| X (w)|? + ab[ X} (w) Yy (w) eitey(@) 4
+ Xp(w) Y (w) e =] + b2V (w)| > 0

Kui leida £ jérgi matemaatiline ootus ja korrutada 1/7-ga, T" — oo, siis
a% Spp () + ab[Spy(w) €@ 1 S (w) e @] 1 B2 S, (W) > 0
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Nurksulgudes [ ] = 2|S;,(w)], sest Szy(w) = Syz * (—w).
Seega
a? Sz (W) + 2ab|Spy(w)| + b? Sy, (w) > 0.

Kui b # 0, siis

<%>2 Sraw) + 2 (%) [Sey(@)] + Syy(w) = 0 (16)

see on ruutkolmliige a/b suhtes, mis ei oma kahte erinevat reaalset juurt, seega tema diskriminant < 0,

st.
4S§y(w) — 4520 (w) Syy(w) < 0,

(17)
|Say(W)? < Sau(w) Syy(w)
Selle vorratuse baasil defineeritakse koherentsusfunktsioon
2 |Say (W)?
w) = : (18)
) S S @) 5@
mis iga w korral 0 <2, (w) < 1.
12 Statistiline entroopia ja informatsioon
Vaatleme juhusliku suuruse viirtuste hulka FEp,FEs, ... ,E, ja sellele vastavaid téendosusi
P1,P2, ..., Pn. Niisuguse tdendosusskeemi korral saab midramatuse kirjeldamiseks kasutada Shannoni
informatsioonientroopia moistet,
n
H(p1,pa,-.pn) = — Y pilogps. (M
i=1

Logaritmi alus méadrab modtithiku: kui alus on 2, siis on iihikuks bit; kui alus on e, siis nit,
1 nit = 0.69315 bit. Kokkuleppeliselt, kui p; = 0, siis p; log p; = 0.

Kui katse tulemus, mille tdendosus on pg, on Ey, siis saab tulemusele seada vastavusse médramatuse
— log pg, mida saab kisitleda kui informatsiooni katsetulemuse kohta: x; = —log pg, 0 < xp, sest
pr < 1, seega

I(By) = —logpp > 0. 2

Kindlasti toimuva siindmuse tdendosus on 1, see ei anna informatsiooni, I(Ej) = 0.

Maiidramatuse mddduks kasutatakse informatsiooni (2) matemaatilist ootust indeksi & jirgi

M(z) = <I(Ey)> = —>» pilogp; = H(py, .., pn)- 3)
=1

Entroopiafunktsiooni H (p1, ..., p,) saab defineerida ka tema omaduste jérgi.
a) H(p1, ..., pn) peab olema pidev, s.t viikestele p, ..., p, muutustele vastavad viikesed H muutused;
b) H(p1, ..., pn) peab olema siimmeetriline oma argumentide jérjestuse suhtes,

H(pi,....pn) = H(pp-..,p1) - )
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¢) Kuivord méidramatus on kdige suurem vordtdendoste siindmuste korral, peab olema

11 1
max H(p1,....pn) = H <—,—,...—> 5)
n'n’n

d) Entroopiafunktsioon peab olema aditiivne, s.t. kui siindmust F,, saab vaadelda koosnevana kompo-
nentidest ¢y, ..., ¢, tdendosustega q1, g2, ..., ¢m, 0ii et

qu = Py, VOI an + ...+ dm - _ 1,
& Pn Pn

siis on E, tihtlasi tdielik ansambel, millel on entroopia

H, (2, q_m) .
DPn DPn

Ansamblil Ey, ..., E,, on entroopia Hi(p1, ..., pn) ja
ansamblil F1, ..., E,_1, €1, ..., €y, entroopia Hao(p1, ..., Pn—1,q1, -, ¢m ), Nii et

Hy = Hy + p, Hs. (6)

Pideva jaotuse korral defineeritakse diferentsiaalne entroopia
oo
HOX) = M(-log /(X)) = = [ f(a)logf(z) da, Q
—0o0
See ei ole lihtsalt valemi (1) pidev analoog, sest kui f(x)Axz korral rakendada valemit (1) ja minna

piirile

lim <— Z f(x) Azlog(f(x) Am)) =

Az—0
— [ f@)ogs@)ds + Jim (-3 flx) Arlog Ar) ®)
= S f@)logf(x)dr + Jim logn- = H(z) +
= z)log f(x)dx Aglggo OgAx = T 00.
Diferentsiaalne entroopia voib ka negatiivne olla.

Niited

1. Uhtlane jaotus

| 1
H(z) = —/ — along — adw = logy(b — a) 9)

2. Eksponentsiaaljaotus

H(z) = —/OO Ae M logy(Ae ) dx = logy(Ae) (10)
0

3. Gaussi jaotus




H(x) = logy(V2rmoe). (11)
Jaotused (9), (10) ja (11) on maksimaalse entroopiaga vastavalt 16igul [a, b], [0, 00] ja [—o0, o0].

Informatsiooni mdistet kasutatakse kahe juhusliku suuruse X ja Y korral. Kui iihe suuruse madrama-
tuse mddduks on entroopia H (X)), siis teise suuruse véirtuse teadmine vihendab entroopia véirtuseni
H(X|Y), kus

HX|Y)=HX)Y) - HY), (12)

tinglik entroopia

H(X)Y) = —//O; f(z,y) In f(z,y)dzdy.

Vahe
I(X,)Y) = HX) — HXIY) (13)

on informatsioon juhusliku suuruse X kohta, mis saadakse juhusliku suuruse Y vaatlemisel.
Seose (12) pohjal voib valemi (13) esitada ka kujul

I(X,)Y) = HX) + HY) — HX,Y). (14)

Entroopia saab esitada informatsiooni kaudu,
H(X)=1I1(X,X).
Kui X ja Y on sdltumatud, siis

H(X|Y) = H(X) ja
I(X)Y) = H(X) — H(X) =

Funktsionaalse seose korral H(X |Y) =0 ja

I(X,Y) = H(X) = HY) = HX,Y),
see on informatsiooni I(X,Y) maksimaalvéirtus, sest H(X |Y) > 0. Seega informatsioon (13)
varieerub 0 ja H(X) voi H(Y') vahel, seetdttu saab defineerida dimensioonita indeksi — infromatsiooni-
indeksi, mille véddrtused on 0 ja 1 vahel,

_I(VY) H(X|Y)

) =Ty T THey
(15)

IX)Y) H(Y|X)

W= Ty T THY)

Infromatsiooniindeksil on méningaid eeliseid korrelatsioonifunktsiooni ees: monotoonse funktsionaalse
soltuvuse korral on ¢ = 1, kui funktsionaalne seos ei ole iiheselt pooratav, siis ¢ < 1. Pideva
jaotusega juhuslike suuruste X ja Y korral defineeritakse informatsioon samal viisil,

fly)
dr d 16
// T ) g ey hy) & (1o
Nieme, et informatsioon on suuruse
In % matemaatiline ootus.
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13 Juhuslike protsesside analiiiisi meetodid

A. Parameetrite hinnangute statistilised vead

Vead:

— instrumentaalsed
— eksimused
— statistilised vead

{x(t)} - statsionaarne juhuslik protsess. Olgu hinnatava parameetri toeline viértus @ ja selle hinnang
®, mis on saadud, modtes x(t) realisatsiooni 13plikul 1digul 7. Kuivord z(¢), ¢ € [0,7] on
iiks konkreetne (juhuslik) realisatsioon, siis on parameetri ® hinnang d juhuslik suurus. Kui méérata

A

® mitme realisatsiooni pohjal, siis on soovitav, et M(®) = & — nihketa hinnang. Kui M(®) # O, siis
b(d) = M(D — D) )
on hinnangu nihe.

NB! See, et b(<i>) = 0 ei pruugi veel tdhendada, et o = ®, kusjuures ei pruugi isegi 1T — oo korral
> — P!

N

Ruutviga = M(® — ®)2 )

Kui M(Ci) — <I>)2 — 0, siis on stabiilne hinnang (consistent estimate).

T— o0

Ruutvea vdib esitada kujul

M(® — ®)2 = M(® — M(D) + M(D) — @)% = 3
=M(® — M(9))? + M(MD) — ®)?,
kus
D(®) = of = M()* — M*(® @)
on hinnangu dispersioon, ja teine liidetav on nihke ruut,
M(® — ©)2 = D(®) + b*(D). (5)
B. Keskviirtuse hinnang
1 [T
fo = 7 /0 w(t) dt (©)
Kui x(t) on statsionaarne, siis
prz = M(x(t)) @)
ei sdltu ajast,
I I I
M ( = M — = — M = — =
) =Mz [ aa) = 5 [ Ma@d = g [Cwa = n®



Jarelikult (6) on keskviirtuse nihketa hinnang, mis ei soltu realisatsiooni pikkusest.
Kuivord b = 0, siis ruutviga = dispersioon,

D(Iaar) = M(ﬂx - ,U'J:)Q = M(ﬂi’) - Mi7

// M(a(¢) e(u)) dt du —
// t—udtdu——/ /Tu ) drdu — ©)
:%/i <1 - g)mhm,

Kui |R;(7)] > 0 ainult |7| << T korral, siis

kus

kus R, = K, — ,ui.

D(jiz) ~ — /00 Ry(r)dr — 0 (10)

— 0 T— o0

1, on matemaatilise ootuse stabiilne hinnang (consistent estimate).

Mitme realisatsiooni korral saame mitu hinnangut i, — realisatsiooni z;(¢) keskvéirtus 16igul [0, T;].
D(/i;) on vastavate keskvéirtuste dispersioonid.

Keskvidrtus iile realisatsioonide on

Pz = ZZ (11)
-7
Hinnangu (11) dispersioon on
. 1
D(i) = SES (12)
e
Vordsete T;-de korral o7 = const = o} ja valemist (12) saame
. 1 5
D(p) = —o7 (13)
n
Valemist (8) nigime, et fi, matemaatiline ootus ei olene T-st. Kui T — 0, siis 07 — 02 ja
D(jir) = o2/n.
Uhe realisatsiooni korral (vt. (9))
T
oz 2 1- 2 re(7)dT
D() = —2 3
= T
seega
T
= MNeff (14)
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on efektiivne soltumatute lugemite arv.

Arvutades (8) kui 1/n ¥;x(t;), ei anna punktide arvu suurendamine suuremaks kui

1 nepp suuremat
keskviirtuse tapsust.
2
N g
D(f1) f, n < MNeff
2
O’l‘
= , n.>n
Tefs eff
Naditeks sinusoid, T' < Tj.
C. Dispersiooni hinnang
1 n
§* = - Z:(:c —z) (15)
1=

on nihutatud hinnang. Nihketa hinnang on

8 |

Z (16)

Tdestus. Esitame x; kujul z; = y; + a, kus a = M(z;)
siis M(y;) = 0, D(y;) = D(z;) = o?

= 0

2

Kui lugemid on sdltumatud i # j korral, siis M(y;y;) = My; My; = 0,

M (Z(y —~ g)2> =M (Z yi — n(§)2> (17)

M(s?) = — 1M<Z(y¢ -9) | =
i no? — o2 (18)
() ]

s.t. nihketa hinnang on (16), (15) on astimptootiliselt nihketa, sest

n
— L
n — 1 nooo
Juhusliku protsessi ruudu keskvéirtuse hinnang
72 Lo,
= T /0 x*(t) dt. (19)
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Matemaatiline ootus
U2 = M(z%(t)) (20)

ei soltu ajast. Hinnangu \Tfi matemaatiline ootus

2 Lo 2 LT 2
M(¥3) = = M(z*(t))dt = = vidt = Uz, (21)
T Jo T Jo
s.t. (19) on (20)-e nihketa hinnang.
Hinnangu (19) ruutviga:
~ N 1 T pT
D(E2) = M((#2 - 03P) = o [ [ M@0 ) - vdud @)
0o Jo

Kui z(t) on Gaussi protsess, siis on kdrgemad momendid arvutatavad kahe esimese momendi kaudu,
siis

T
o) = 7 [ (1= )@ + 22 rmyar S

jakui |7] << T, siis
72 2 [% 2
D(V;) ~ = (Rz(1) + 2u5 Ro(7))dT — 0, (24)

T— o0

s.t. (19) on ruudu keskviirtuse stabiilne hinnang.

D. Jaotustiheduse hinnang

Jaotustihedus on definitsiooni kohaselt (vt. punkt 8)

P
p@) =  tm 2@ (25)
T — o0 w
W =0
kus P(z, W) on tdeniosus, et protsessi 2:(t) viirtus on vahemikus [z — W/2,z + W/2],
. T,
P = = 2
(2, W) = £ 26)
Loplike T ja W korral saame hinnangu
Pz, W) T,
D = = . 27
p(x) W W @27)
Tdenéosus
x9 $+%
P(x,W) = / p(x)de = / ., p(§) d§. (28)
X1 1‘—7
Hinnangu (27) matemaatiline ootus
A~ w
A M(P(x,W)) _ Pa,W) _ 1 /”7
M = = = 2
(B()) W 7 W ) p(§) dé, (29)
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s.t. iildjuhul ei ole (27) nihketa hinnang. Nihke arvutamiseks arendame p(§) Taylori ritta kohal x

2
pE) = p@) + (€ - @) + S )
asendades niiiid (29)-s, saame
W2
bp()) ~ 5" (). (30

Jaotustiheduse hinnangu dispersioon
Jaotustiheduse hinnangu (27) vdib esitada kui indikaatorfunktsiooni keskvairtuse

T,  <é,W >

T™W W 1)
1 x(t) € [w — %,x + %]
exw(t) =
0 =z=(t) ¢ [w — %,x + %}

Keskvéirtus on kiill matemaatilise ootuse nihketa hinnang, aga see ei ole jaotustiheduse nihketa hinnang.

Jaotustiheduse hinnangu (31) dispersioon

. - 1
of = <(p—<p>’> = WUiQ, (32)
kus 02<5> on keskviirtuse < e,, W > dispersioon, selle arvutame valemiga (9),
2 T T
e =0t [0 D @3)
kus
0! = plx)W — (p(a) W )*. (34)
Hindame integraali (33) vdirtust:
T >> 19 korral (79/T)% — 0, siis
21,
ol ~ 703, (35)
kus
T—o00
I, = / re(T)dr
0
Valemist (32) saame
2L [p(z)
2 _ sl px) 2
% = [W (p(x))} (36)
ja hinnangu (31) ja/vdi (27) ruutviga on
0123 + bz%

ning variatsioonikoefitsient:

2 2
oo _ N a1 L[ @) (37)
T |Wp on p

I I

My p(:ﬂ)
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Kui
W —=0, siis I 00, I—-0

W — oo, siis II— o0, I =0,

siit jireldub, et on olemas niisugune W, et fikseeritud 7" korral oleks o,/m, minimaalne.

Ulesanne. Leida optimaalne W, et

E. Korrelatsioonifunktsiooni hinnang

Definitsioonivalemist 1dhtudes vdib hinnangu arvutada kui keskviirtuse

1
T — 1

T—1
Ry, () = /0 eyt + 7)dt 0 <71 <T (38)

Kui x = y, siis saame autokorrelatsioonifunktsiooni

. 1 T—1
Ry, (1) = T - /0 x(t)x(t + 7)dt. (39)
Kui protsess on defineeritud 16igul 747, vdib (38) vi (39) asemel kasutada integreerimispiirkonda [0, 7]
R 1 [T
Roy0) = 7 [ a0ue + ) (40)
0
Integraali (40) matemaatiline ootus on
~ 1 T 1 T
M(R;By(T)) = — / M(z(t)y(t + 7)dt = = / Ryy(T)dt = Ryy(7). 41)
T Jo T Jo
Kasutusel on ka hinnang
. 1 T—T1
Ror) = 7 [ alute + nya, (“2)
0
siis
R 1 [T -
M(foy(r) = 7 | M®)y(t + D)dt = (1= Z) Ruy(7). (43)
0

Hinnangu (42) kovariatsioon

T—uq T—u2
K(Ru(w1), Ruw(uz)) = K [l /O s(t)a(t + wi)dt, % /O 2(0)2(v + us)dv| =

- — Klz(t)z(t + u1), z(v)z(v + ug)|dtdv
(44)

Uldjuhul tekivad siin 4. jirku momendid. Kui on Gaussi protsess, siis avalduvad need momendid madala-
mate jarkude kaudu, (44) —

T —uo
g | oy SO e () Kaalr 4wz = ) + Kaalr 4 0) Kl = ) dr, - (49)
—(T—u1
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kus r=v —t,

T —uy — 1 r >0
Or = T — up —(ug —w) <r<0
T —u +r —(T —w) <r < —(ug — uy).

Valemi (45) analiiiisist jidreldub korrelatsioonifunktsiooni hinnangute korreleeruvus ldhedaste u; ja
ug korral, s.t. hinnangu (42) dispersioon ei sumbu nii kiiresti kui tema matemaatiline ootus.
Kui u; = w9, saame hinnagu (42) dispersiooni

T—u
D) = g5 [ (0~ u = IWDIK0) + Kl + ) K~ wldr (49

14 Spektraalse tiheduse hinnang

Olgu & juhuslik protsess korrelatsioonifunktsiooniga K (7) = M(&4+&) ja spektraalse tihedusega
s(w). Olgu antud selle protsessi diskreetne realistasioon 1, ..., xx. Ptk. 11-s defineerisime spektraalse

titheduse
1] /7T Nk
s(w) = Th—rgoﬁ ‘/_T z(t)e ™ dt (1)
Diskreetse esituse korral defineerime
N .
Xn(w) = Z rre T )
T=1
Kasutades x; spektraalset esitust
T = 1 et X (w) dw 3)
2

saame (2)-st

Norq,o oo . 1 (7 N
Xy(w) = Z [%/ et X () d,u] e T = %/ d,uX(,u)Z e~ 4)

T=1 - - T=1

Defineerime funktsiooni

N
D(w) = Z e T, Q)
T=1
siis . - )
Xuw) = 5 [ XD - wdp = 3-X() © D).
t " (©)
/]\
sidum
Spektraalse tiheduse (1) diskreetne vaste on periodogramm
@ = §X@P = 355 [ @ X@De - [ AN D@ - N
st—NNw = N2 77T,u w)D(w o » w .
1 (7

kaaskompleksfunktsioonid
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Periodogrammi matemaatiline ootus

M(sn(w)) = ﬁ /7; duD(w — p) /7; dAD(w — N)2md(u — N)S(u) = o
5w | SwIDe — WP du

Defineerime funktsiooni

sin Nw 2
Hw) = D) = 3 3 w0 = [ﬂ] ©)

— sin w/2
Siis on periodogrammi matemaatiline ootus
1 ™
M = —— Hw — = H(w). 1
sn(@)] = o [ s HE — wdn = prgsw) © Hw) (10
Kuna 1
g H®) —noe 6(@) (L), (11)
siis
lim M(sy(w) = s(w) ® d(w) = s(w). (12)
N—o00

Periodogramm on spektraalse tiheduse nihketa hinnang (unbiased estimate).

Periodogrammi dispersioon (Gaussi protsess)

2

D(sx()) = |5 /_7; sV D(w — A)D(w + A)dA
1 x 2
+ <m /7r s(A)H(w — ) d)\> . (13)
Kui N — o0, siis (13) esimene liige annab
s2(—m) ki w = —7
s2(0) w =20
s2(m) w=m
0 w# —m 0,7

Teine liige annab s%(w).
Seega on dispersiooni piirvéartus

25%(w), w = —m0,7

lim D(sy(w)) = { (14)

N—oo s2(w), w # —m0,m.

s.t. periodogramm on spektraalse tiheduse mittestabiilne, mittekooskdlaline hinnang. Sama tulemuse
saame kui mitte N — oo vaid T — o0. Toestuseks kasutatakse jargmisi asjaolusid:

—kui z(t) on Gaussi protsess, siis tema Fourier teisendus X (w) kui integraal, s.t. lineaarkombi-
natsiooni piirvidrtus n — oo protsessist x(¢) on samuti Gaussi protsess ja tema reaalosa ning
imaginaarosa kumbki eraldi vottes on ka Gaussi protsessid.

— Gaussi protsessi korral
M(A%(u)A%(v)) = M(A*(u))M(A%(v)) + 2M>(A(u)A(v)),
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sedalaadi seosed voimaldavad matemaatilise ootuse arvutamisel avaldada 4. jirku momendid 2. jarku
momentide kaudu.

— kasutatakse peaaegu koiki Fourier’ teisenduse omadusi.
Dispersiooni vihendamiseks kasutatakse mitmeid moodusi.

A. Bartletti meetod

Realisatsioon pikkusega N jagatakse osaldikudeks N/p, spektri hinnang arvutatakse iga osaldigu jaoks
ja tulemused keskmistatakse.

S(w) = E Z SO (w). (15)

B. Korrelatsioon- ja spektraalaknad

Lihtume korrelatsioonifunktsiooni matemaatilisest ootusest (13.43) R(7)(1 —7/T), leiame spektraalse
tiheduse mitte otse realisatsioonist vaid korrelatsioonifunktsiooni matemaatilisest ootusest, siis

M[S(w)] = / i (1 - %) R(r)e™™" dr. (16)

vordle (11.8). Sidumiteoreemi pohjal

Tv\ 2
o0 sin —
M[S(w)] = /_ T TVQ Glw — v)dv, (17)
2
kus )
sin(%)
2

on kaalufunktsiooni 1 — 7/7" Fourier’ teisendus ja G(w) on tegelik otsitav spektraalne tihedus, s.t.
R(7) Fourier’ teisendus.

Valemist (17) jareldub, et spektraalse tiheduse matemaatiline ootus saadakse silumata (teoreetilise) spektri
vaatlemisel 14dbi spektraalse akna W (v). Hinnang (17) on 16pliku 7' korral nihutatud,

bw) = M[s(w)] — G(w). (19)

C. Bartletti spektraalne ja korrelatsiooniaken

Kui tiikkeldame ldhterealisatsiooni p tiikiks pikkusega L, siis

L
SO (w) = / R(7) e ™7 dr, (20)

-L

kus
1 p 1 iL—1

R(r) = - Z 7 / z(t)z(t + 7)dr, T > 0.
p - (i

Kuna M(R) = R(7)(1 — 7/L), siis realisatasiooni titkkeldamine on samaviirne korrelatsiooniaknaga
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W =1 — 7/L vbi spektraalaknaga

sin wL/2 2
— L B —
v < L2 >

Kasutusel on veel

korrelatsiooniaken spektraalne aken
_ lu| < M 2M sin wM
taisnurkne = - w = —
isnu w(u) Ofu| > M (w) Y
1 U sinwM 1
Tuk S (1 =) M
ey g L oSy wM (1 - (wM)2>
1 6(“) +6<’“‘)3||<
M M 2
CwM N\
_ 3 sin ——
Parzeni ZM i
2
ul\? M
211 — — — < M
(1- 5 L <
Gaussi e o bw?

D. Nyquist’i sagedus
Registreerime protsessi diskreetseil ajahetkedel ¢ = Aj. Kui protsess on sinusoid

A(t) = sin(wt) = sin(27 ft), (21)

esitame f kujul
f=m+q9/24, (22)
kus p - tdisarv, ¢ - murdosa, siis
sin(27 ft) = sin(mw(p + q)i) = sinwip coswiq + cosTip sinwiq
—0 — 1 (23)

= sinTiq,

Nieme, et (23) ei olene p-st, s.t. sagedused fp = (p+ q)/(2A),p = 0,1,2, ... ei ole eristatavad.
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Sagedus

=1/2A
wy =7/A
on Nyquisti sagedus, see on méératud lugemissammuga.
Teine tihtis sagedus on realisatsiooni pikkusega méiratud pdhisagedus,
fi=1/NA,  w; =21/NA. (25)

Pohisagedusest madalamad sagedused ei ole analiiiisitavad 16igul 7' = N A, need esinevad kui trend voi
mittestatsionaarsus. Nyquisti sagedusest kdrgemad sagedused ei ole eristatavad vahemikku (w1, wpy) kuu-
luvatest sagedustest, energia sagedustel w > wy peegeldub sagedusele wy = (w — wy). Kui on
sagedusi w > 2wy, siis need volditakse samuti vahemikku (wq,wy). See nihtus on intermodulatsioon
(naloZenie chastot, aliasing).

E. Spektraalanaliiiisi praktilised aspektid
Voimalikud moodused spektraalse tiheduse leidmiseks.

— Fourier’ teisendusega (periodogramm), kasutades spektri silumiseks Bartletti meetodit vai iile spektri
keskmistamist — see on sidumi arvutamine.

— Blackman-Tukey meetod:
leitakse korrelatsioonifunktsiooni hinnang 7'¢(7), korrutatakse see korrelatsiooniaknaga, h(7)7¢(7),
arvutatakse spektraalne tihedus kui r¢(7) = h(7)7¢(7) Fourier teisendus. Viga arvutusmahukas,
sest iga 7 jaoks vaja arvutada < £(¢)E(t + 1) >.

— Fourier teisendusega leitakse 5‘(w), sellest arvutatakse  7¢(7)  (Fourier’ teisendusega),
7¢(T) — h(T)re(T), Fourier poordteisendusega leitakse uuesti Sg(w).

NB! Spektraalse lahutuse suurendamiseks voib korrelatsioonifunktsioonile lisada nulle:
f1 = 1/NA,ku1N — QN, SiiSf1 — f1/2

Fourier’ spektris on koik sagedused f; kordsed vahemikus fi, fn, seega N — 2N annab meile spektri
2 korda tihedama sammuga, sest Nyquisti sagedus jdib endiseks.

— ribafiltri rakendamine otse protsessile
S(w) = 1/B, M[z2(t,w, B,)],

kus B, — filtri efektiivne laius.
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15 Statsionaarne juhuslik protsess ja lineaarne fiiiisikaline siisteem

Vaatleme protsesse y(t) ja x(t), kusjuures y(¢) on saadud x(¢)-st mingi operaatori L toimel.

y(t) = L(x(t))-(1) M

Iga fiitisikaline siisteem on mingi operaator, x — sisendsignaal, y —viljundsignaal. Operaator L
(stisteem L) on lineaarne, kui kehtib superpositsiooniprintsiip,

L(cx(t)) = cL(x(t)), 2
L(z1(t) + 22(t)) = L(z1(t)) + L(2(t)). ©)
Operaatorid, mille korral (2) ja (3) ei pea paika, on mittelineaarsed.

Lineaarsete operaatorite niited:

— diferentseerimine  d/dt
— integreerimine [ ... dt

Mittelineaarse operaatori nditeks on astendamine.
Lineaarne on ka resultantoperaator, mis koosneb kahe lineaarse operaatori jirjestikusest rakendamisest,

L(z(t)) = L1(La(z(1))), “4)

kui L; ja Ly on lineaarsed, siis ka L on lineaarne.
Lineaarne operaator on invariantne aja suhtes, kui  y(¢) = L(x(t)) ja y(t —tg) = L(x(t — to)).

Keskviirtuse leidmine on lineaarne operaator,

seega
siis my = L(my) .
Korrelatsioonifunktsioon
Ry(t1,t2) = Mly(t1) y(t2)] =
= M[LO) (2(t1)) L2 (z(t2))] =
kuna M on lineaarne operaator, vdib M ja L rakendamise jdrjekorra dra vahetada,
= LOILEIR (1, ty).
Lineaarteisendus spektriruumis
Fiitisikalise stisteemi uurimiseks on tulus kasutada d-impulssi. Téhistame
h(t,7) = L(6(t — 7)) ©)
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h(t,T) —kaalufunktsioon (impulsskarakteristik), iseloomustab siisteemi. h(t, 7) on viljundsignaali véir-
tus hetkel ¢, kui hetkel ¢ = 0 anti sisendile J-impulss. Kui siisteemi parameetrid ei muutu ajas, on h(t, 7)
statsionaarne, s.t. ta on funktsioon ajavahemikust ¢ — 7.

Kaalufunktsiooni abil saab kirjeldada operaatori rakendamist funktsioonile x(¢), mis on miératud
16igul [a, b],

b
w>=uw»=/FWMMﬂw ®)

y(t) = /00 h(t,7)x(T)dr. 9)

Kui operaator L on statsionaarne, siis oleneb kaalufunktsioon A ainult ajavahest t — 7, muudame téhistust
t—7—>T,
o
y(t) = / h(t)z(t — 7)dr. (10)

—00

Et siisteem L oleks fiiiisikaliselt realiseeritav, peab viljundfunktsioon y olenema ainult z(¢) véirtustest
mooddunud aja jooksul, A(7) =0 7 <0,

y(t) = /OOO h(r)z(t — 7)dr. (11)

Siisteem (11) on kausaalne siisteem.

Fiitisikaline siisteem on stabiilne, kui tokestatud sisendsignaali korral ka véljundsignaal on tokestatud,

y(@)] =

/OOO h(r)z(t — 7)dr

< [T b@lste - )ar,
0
Leidub konstant A, et x(t) < A, s.t. z(t) tokestatud, siis
ol < A [ Ih)ldr (12
0

See on siisteemi stabiilsuse vajalik tingimus.

Ajas muutuvate parameetritega siisteem

y(t) = /00 h(r,t)z(t — 7)dr.

—00

Fiitisikalise realiseeritavuse ja stabiilsuse tingimused on samad mis konstantsete parameetritega siisteemi
korral. Kuivord (9) voi (11) on sidum, on analiiiis lihtsam spektriruumis. Olgu z(t) = cos wt, siis

y(t) = /000 h(t) cos(w(t — 7))dr = A(w) cos wt + B(w) sin wt,

kus -
Alw) = / h(7) cos wtdr,
0

B(w) = /O " h(r) sin wr dr,
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ehk
y(t) = G(w) cos(wt + ¢(w)), (13)

kus

G(w) = VA2(w) + B%(w), (14)

b(w) = tan-L (-%) (15)

S.t. sinusoidaalse sisendfunktsiooni korral on viljundfunktsioon sama sagedusega sinusoid, mille ampli-
tuud on korrutatud G(w)-ga — vdimendustegur, ja faas nihutatud ¢(w) — faasinihe — vorra.

Komplekssignaali z(t) = €™ korral
kus
H(w) = Gw)e?® = / h(T)e ™" dr. (16)
0
on sageduskarakteristik.

Suvalise signaali arendame Fourier ritta (votame Fourier’ integraali). Iga sageduse jaoks

Y(w) = T it | [ h(r)z(t — 7)dr|dt =
[l |

o M )
= / h(r)e ™7 dr / z(v) e ™7 du,

seega Y (w) = H(w)X (w). Néeme, et fiiiisikaline siisteem on filter, mis iildjuhul muudab sisendsignaali
iga spektraalkomponendi amplituudi erinevalt.

Jarjestikused operaatorid (siisteemid),
Y(w) = Hp(w) Hp—1(w)... H(w) X (w). (18)
Siisteemi karakteristikute méadramiseks on vaja
— modta sisend- ja viljundspektrid,
siis H(w) = Y(w)/X(w),
h(7) < H(w).

— anda sisendile J-impulss ja mddta siisteemi reaktsioon h(7).

Kolmas vdimalus — uurida korrelatsiooni sisend- ja véljundsignaali vahel

Rwy(T) :OOM(x(t)y(t + 7'))
y(t) = /0 x(t — 7)h(r)dr,

" Roy(r) = M( /O T et + 1 — ARV dA) _

= M(z(t)xz(t + 7 — A)h(N)d\ = (19)
0

_ /Oo Ro(r — A)h(V) dA.
0
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Samal viisil -
Ryx(f) = / Ry(1 + A)h(X)dA. (20)
0

Kuivord « < 0 korral h(A) = 0, siis Ryx(7) = Ryy(7) ainult 7 = 0 korral. Kui sisendsignaal on valge
miira, siis Ry (7) = Spd(7) ja

Ryy (1) = Soh(1) 7>0

21
=0 T<0 @h

Samal viisil

0 T >0
Bya(7) = { Soh(—71) 7 <0 22)

/" valge miira ja viiteliini abil saame miérata siisteemi impulsskarakteristikuid. Eelis vGrreldes d-impulsiga
on, et ei teki probleeme diinaamilise diapasooniga.

16 Juhusliku funktsiooni filtreerimine

Seosest (15.17) jareldub, et fiitisikaline siisteem on filter. Sageli on vaja modelleerida signaali kditumist
fiiiisikalises siisteemis v&i mingil muul pohjusel eraldada mingi osa signaali spektrist (miira, perioodiline
komponent, kujutise kontuuride esiletoomine jne.). Selleks kasutatakse numbrilist filtreerimist.

Filtrid:
mitterekursiivfiltrid

y(n) = Flz(n),z(n —1),...,],
rekursiivfiltrid

y(n)=F(y(n—1),y(n —2),....,x(n),z(n —1),...,].

Teine klassifikatsioon:
16pliku ja I6pmatu impulsskarakteristikuga.

Konstantsete parameetritega fiiiisikaliste siisteemide iiks tdhtis ja ulatuslik klass on diskreetsed siis-
teemid, mis on kirjeldatavad diferentsvorranditega

M M
y(n) = Z bix(n—1i) — Z a;y(n—1i), n >0, (1)
=0 1=1

kus kordajad {a;} ja {b;} médiravad siisteemi.

Erijuhud
M=1 1. jéarku siisteem
M=2 2. jarku siisteem

Kbik kdrgemat jarku siisteemid on taandatavad nende kahe siisteemi jirjestikustele rakendamistele.
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Vaatleme ideaalset madalsagedusfiltrit

H{co)
1

Selle filtri impulsskarakteristik on 16pmatu

ulatusega ostsilleeruv funktsioon ~ (sint)/¢.

(.\)DLQ

Kui tokestame signaali-ruumis analiitisi-vahemiku ¢ € [T, T, siis on tulemuseks filtri sageduskarakte-
ristiku deformeerumine

1+,

IVANA
WAAVA

0 IN_~ _;
-8 ] \] i
2 o4

0 o1 02 a3 g5

Ulesanne taandub niisuguste {a;} ja {b;} otsimisele, et etteantud impulssfunktsiooni ulatuse 7" korral
tagada 61, 0o, w1, wo vastuvoetavus. Mdnikord voivad osutuda kriitiliseks ka lokaalsete miinimumide ja
maksimumide asukohad. Rekursiivsete filtrite korral tekib probleem filtri stabiilsusest.

Kujutiste ja geofiiiisikaliste viljade analiiiisi korral on vajalik 2-m6dtmeline filtreerimine,

o(,y) = / / T FEm) by, €,m) de dy

ja selle diskreetne vaste

gln,m) = > 3" f(n — k,m — ) h(k,1).
k l
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Mbnel erijuhul on impulsskarakteristik eralduvate muutujatega

h(z,y,&,n) = a(z,€)b(y, n)
= a(z — )by —n)

vOi ruumilis-invariantne =h(x—&y—n).

Kahemddtmelise filtri arvutus piititakse vdoimalust modda taandada iithedimensionaalse filtri arvutuseks,
vt. spets. kirjandust, nditeks Rabiner, Gold, 1978.

Halva filtri nidid

Detsimatsioon. Kui lugemeid on liiga palju, vdib muist vélja visata, aga eelnema peab filtreerimine
madalpaésfiltriga, mille ldbilaske piirsagedus vastab uue jada Nyquisti sagedusele,

Ino
Ino = fvg = ——.

Poorddetsimatsioon. Lisatakse vajalik arv nulle iga lugemi vahele, filtreeritakse ja mastabeeritakse
iimber.

17 Mittestatsionaarsete protsesside analiiiis

Mittestatsionaarsus — s.0. negatiivne konstateering, s.t. statsionaarsuse puudumist. See konstateering ei
konkretiseeri mittestatsionaarsuse loomust.

Mittestatsionaarsuse néited:

— keskviirtuse mittestatsionaarsus,

— dispersiooni mittestatsionaarsus,

— spektraalse tiheduse mittestatsionaarsus.  (vt. Bendat & Pirsol).

Statistikute definitsioonid on samasugused nagu statsionaarsete protsesside korral, aga sisse jddb
olenevus ajast,

p(a.t) = Tim Pz < z(t) < z + Ax]. 0

Az—0 Az
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see on 2-dimensionaalne funktsioon, mille eksperimentaalne midramine on toomahukas, nduab keskmis-
tamist iile ansambli.
Tsvetkov (1973) eristab kolme liiki statistikuid:

— lokaalsed, s.t. keskmised ajas,
— (jooksvad, hetkelised) — keskmine iile realisatsioonide (ruumis)
— keskmistatud, s.t. keskmistatud nii ajas kui ruumis.

NB! Mittestatsionaarsus on voimalik ka ansamblis, s.t. ansambli indeksi suhtes.

Niide (Bendat, Pirsol, 1971)

x1 1 67:1:2/20%
o1V 2w
To 1 6—1‘2/20'%
o9V 2T
1 1 2 /9,2 1 2 /9,2
hax) = Z e z/203 4 —e® /205 ’
P() 221 |01 02
0? = 1, 03 = 16 annab resultaadiks
o = 2.9, aga tegelik resultantjaotus

erineb oluliselt Gaussi jaotusest

1 . 2/942
e$/20'.

px) = NorE

A. Keskviirtus
Keskvidrtuse hinnang

fn(t) = & D wilt) )
on nihketa hinnang. Téestus nagu statsionaarsete protsesside korral.

Keskviirtuse dispersioon

D(fie(t)) = ; 3)

kui on sdltumatud realisatsioonid.
NB! Soltumatuse kontroll on mittestatsionaarsete protsesside korral véga tiilikas.

Korreleeritud realisatsioonid. Arvutame korrelatsioonimomendi
M(z;i(t)zi(t) = Rx(k,t), k=1i—j “4)

/*  mittestatsionaarne ruumiline vastastikuse korrelatsiooni funktsioon.
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Kui mittekorreleeruvad, siis

Ry(z,t) = M(zi(t) (1)) = M(zi(t)) M(z;(t)) — pz

Korreleeruvate realisatsioonide korral

. 0926 1 N
D) = 2 + 55 D MI@i(t) — u®) - (a5(0) — pal)]
1,7 =1
i F ]
S LY (RG-in - ) =
- N N z\J — % Hg) =
]
i F ]
52 5 N1 ,
= % YV - BRG]
k=1
Tiieliku sdltuvuse korral R, (k,t) = o2(t) + p2(t), siis

B. Mittestatsionaarse protsessi korrelatsioon
Kaks protsessi keskvidrtustega ji,,(t), f1y (1),

R:v(tla t2) = M(x(tl)x(tQ))’
Ry (11, t5) = M(z(t1)y(t2)) = M(z(t)y(t + 7))

&)

(6)

(7

®)

Mittestatsionaarse protsessi korrelatsioonifunktsioon ei ole siimmeetriline, ka maksimum vdib olla

nihutatud.

Korrelatsiooniraadius statsionaarse protsessi korral

/OO Ry (7)dr

At = —/—=——

2R,(0)

sama on kasutatav ka mittestatsionaarsete protsesside korral,

/ T Rt r)dr

AT.(t) = 703Rm(t,0) — hetkeline
/ Ry (k,T)dr
AT.(k) = _O;Rx(k:,O) — lokaalne

k — realisatsiooni number.
Valemi (10) voi (11) keksmistamine annab keskmise korrelatsiooniraadiuse

At = AT(t) = <Ar.(k) > .
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C. Mittestatsionaarse protsessi spekter

Protsess xz(t),

z(t) « X(w),
1 " 1 " (12)
a(t)alts) = 5 [ X'(w)e 0 doy - / X (wg) €22 du,,

(12) matemaatiline ootus

R (tl t2) — L //OO S (wl w2) e*i(w1t17w2t2)dwl de (]3)
xr ) 47T2 o T ) )
kus

Sa(wi,we) = MIX*(w1) X (w2)]. (14)

NB! Mittestatsionaarse protsessi spekter on 2-D funktsioon justnagu vastastikune spektraalne tihedus.
Statsionaarse protsessi korral on kogu spektraalne tihedus koondunud joonele w; = wo.

Kuivord X (w) ei ole otseselt mdddetav, ei saa ka iildistatud spektraalset tihedust (14) otseselt méirata,
vaja leida mittestatsionaarne korrelatsioonifunktsioon R, (t1,t2) ja selle kahekordne Fourier’ teisendus.
Valemi (14) otsesel rakendamisel S, (w;,ws) leidmiseks on probleemiks integreerimine aja jirgi —
keskmistame vélja mittestatsionaarsuse.

Mittestatsionaarse protsessi spektraalanaliiiisiga on pohimdttelisi raskusi: ortogonaalsete harmoonikute
jargi saab ritta arendada ainult statsionaarset protsessi. Statsionaarsete protsesside analiiiisiks rakendata-
vate meetodite formaalne rakendamine annab kiill alati mingi tulemuse, aga tulemus hakkab olenema
teostatavate operatsioonide jarjekorrast (vrdl. spektraalse tiheduse leidmine otse protsessist voi korrelat-
sioonifunktsiooni kaudu).

Teine praktiline vdimalus mittestatsionaarse protsessi spektraalse tiheduse madramiseks: laseme prot-
sessi 1dbi kitsasribafiltri ja siis tdstame ruutu. Nii saame fiiiisikaliselt realiseeritava iihepoolse spek-
traalse tiheduse w € (0, 00). Filtri ldbilaskeriba laius peab olema kompromiss spektraalse lahutuse ja
véljasilumise vahel. Teine kompromiss tuleb leida nihke ja realisatsioonide arvu 1oplikkusest tingitud
statistilise dispersiooni vahel.

Ajas keskmistatud mittestatsionaarne spektraalne tihedus miiratakse nagu statsionaarse protsessi spekt-
raalne tihedus. Lisaks riba laiusest tingitud nihkele ja statistilisele veale lisandub ajalisest keskmistami-
sest tingitud nihe.

Hetkeline spekter
Sp(w,t) = / R (7,t) e ™7 dr, (15)
kus
T T
Ry(r,t) = M[z(t — 5)3@(75 + 5)] (16)

Seos (15) on Fourier’ teisendus, selle poordteisendus on
1 o

2

R,(7,t) =

e (w, t) et duw.
—00
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Kui 7 = 0, siis

21

M22(8)] = Ro(0,t) = — /OO so(w,t)dw > 0. (17)

—00
Keskmine energia on integraal spektraalsest tihedusest s,(w,t), ehk, spektraalne tihedus s;(w,t) on
keskmine energia jaotus sageduste jirgi.

D. Mittestatsionaarne protsess lineaarses siisteemis

Kui sisendprotsess on x(t — 7), siis véljundprotsess

y(t) = /00 h(r)z(t — 7)dr, (18)

—00

Kausaalses siisteemis h(7) = 0,7 < 0. Kui siisteemi parameetrid muutuvad ajas, siis h = h(¢, 7), nii
voib tekkida mittestatsionaarne protsess.

Viljundprotsessi korrelatsioonifunktsioon

Rytta) = M) = [ [~ @ Rt - s - ards o)
ja spektraalne tihedus kui (19) kahekordne Fourier’ teisendus
Sy(wi,we) = H*(w1) H(wa) Sz(wi,ws). (20)
Statsionaarse protsessi korral S, erineb nullist ainult w; = ws korral, siis Sy (w) = |H (w)|?S,(w).

Korrelatsioon sisend- ja véljundprotsessi vahel

e}

Ryy(t1,t2) = / h(7) Ry (t1,t1—7) dr, 21

S:vy(wlyw2) = H(W2) Sm(wlyw2)a (22)

kus H (w) on impulsskarakteristiku Fourier’ teisendus.

E. Statsionaarsete juurdekasvudega protsess
See on protsess, mille korral
< Azxpa(t)y> = <zt + At) > — <zx(t) > = const. (23)

Protsess
o(t + At) — x(t) (24)

on juhuslik protsess ja kui kehtib (23), siis see on statsionaarne protsess.
Protsessi (t) korrelatsioonifunktsiooni vdib esitada kujul

R.(t,7) = =[R4(t,0) + R,(t —7,0) — Ra.(7)],

1
2
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kus Ra, on protsessi (24) korrelatsioonifunktsioon. Statsionaarsete juurdekasvude korral

R.(t,7) = =[R4(t,0) + Ry(t —7,0) — Ra.(|7],0)], (25)

DO =

Statsionaarne protsess on statsionaarsete juurdekasvudega protsessi erijuhus.

Sageli 6nnestub mittestatsionaarseid protsesse 10plikul 16igul késitada kui statsionaarsete juurdekasvudega
protsesse.

64



Kirjandus

Olberg, M., Rakoczi, F. (1984), Informationstheorie in Meteorologie und Geophysik, Akademie— Verlag,
Berlin, 181.

Papoulis, A. (1977), Signal Analysis, McGraw—Hill Book Company, New York, 431.

Robinson, E.A. (1981), Time Series Analysis and Applicstions, D. Reidel Publ. Comp.,
Dordrecht/Boston/Lancaster, 621.

Tiit, E. (1968), Tdendosusteooria. I. Loengukonspekt, Tartu, TR4, 319.
Tiit, E. (1969), Tdendosusteooria. II, Tartu, TRU, 300.

Tiit, E.—M. (1991), Andmeanaliiiis personaalarvutil programmipaki Statgraphics abil. I osa, Tartu
Ulikool, Tartu, 196.

Annepcon T. (1976), CraTucTuyeckuy aHaau3 BpeMEHHBIX psanoB, M., Mup, 755.

Bennmar I:x., [Tupcon A. (1971), Vsamepenue u ananaus ciydalHoix nponeccos, M., Mup,
408.

Bpercyean P. (1990), IIpeo6pasosarnue Xaprau, M., Mup, 175.

Bpunnuamxep . (1980), Bpemennnie psigpi. O6Gpaborka manubix u Tteopus, M., Mup,
536.

Iuenenko B.B. (1969), Kypc teopun Beposaruocrer, M., Hayka, 400.

Hamxwuon 1., Mepcepo P. (1988), Hudposas o6paboTka MHONOMEPHBIX CUrHAJOB, M.,
Muwup, 488.

Ilxenruuc I'., Baru 1. (1971, 1972), CpekTpaJbHLI AHAIM3 U €ro OPUIOkKeHUs. B 2—x
. M., Mup, 316, 287.

Iouenro C.B. (1983), Cuyuarinbie Tpomeccol B ruApOoPU3NUECKUX U3MepeHusax, ['mapo-
meteousnat, JI., 239.

Kazakesuu .M. (1971), OcHOBBEI TEOPUM CIIYYAMHLIX (YHKIUN U €€ IPUMEHEHUE B TUAPO-
meteoporaoruu, JI., 'mapomereonznat, 276.

Kymnep Iix., Makrnnnem K. (1989), BeposaTHOCTHBEIE METOABI AHAIN3A CUTHAJIOB U CHCTEM,
M., Mup, 376.

Kypro Or. (1970), OcrHoBbl Teopun mancoB u BepositHocreit, M., Hayka, 384.

Jlesurn G.P. (1969, 1968, 1976), Teoperudeckue OCHOBLI CTATUCTUYECKON DA JUOTEXHUKI.
B 3—x 1. M., Cos. pamuo, 75155035285.

Mapna—wma C.JI. (1990), Hudposoit cnekTpaibHLIL aHAIU3 U ero npuiaoskenusa, M., Mup,

584.

Orrec P., Duokcon JI. (1982), IIpuknansoit anann3 BpeMeHHBIX psinoB. OCHOBHBIE METOMIDI,
M., Mup, 428.

65



Pabunep JI., Toynn . (1978), Teopus u npuMenenre uudpoBoit o6pabOTKU CUTHAIOB,
M., Mup, 848.

CeemnuroB A.A. (1968), IIpuknanusie MmeToasl Teopun ciaydarnusix Gyskmur, M., Hayka,
463.

Tpaxtman A.M. (1972), Benernre B 0600IMEHHYIO CHEKTPAILHYIO TCOPUIO CUTHAIOB, M.,
Cos. pamuo, 352.

Tyry6anus B.H. (1972), Teopus Beposrrocren, M., Uzx. MI'Y, 230.

$ennep B. (1984), Beennne B Teopuio BEepOSTHOCTEN M ee mpuioxkeHus. B 2—x 1. M.,
Mup, 527, 751.

Xacrtuare H., IMurok T:x. (1980), CupaBouyHUK IO CTATUCTUYECKUM DacipeneaeHusm, M.,
Craructura, 95.

Xennan 9. (1974), Muoromepsnie Bpemenssie paasl, M., Mup, 575.

Xyncon II. (1967), Crarucruka nis ¢pu3nkoB. JIeKnuu mo Teopur BEPOATHOCTEN U DIIe-
MmeHTapHOU craTucTtuke, M., Mup, 242.

IIBeTroB D.U. (1973), HecrammonapHsle caydarable IPOIECCH U UX aHaan3, M., Dueprua,
128.

66



